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Lemme de classe monotone

Le lemme de classe monotone, dii a Waclaw Sierpir’lski1 et popularisé par Eugene Dynkin2,
permet de démontrer, de maniére économique, 1'égalité entre deux lois de probabilité : de méme que
deux applications linéaires qui coincident sur une base coincident sur l'espace entier, deux mesures de
probabilité qui coincident sur un m-systéme, coincident sur la tribu engendrée par ce m-systeme.

Dans certains ouvrages, le lemme de classe monotone apparait sous le nom de « théoréme pi-lambda
de Dynkin ».

Classe monotone et t-systeme

Définition —

= Une classe C de parties d'un ensemble Q est appelée m-systéme si cette classe
est stable par intersection finie :

{AcCetBeC}={ANBecC(}.

= Une classe M de parties d'un ensemble Q est appelée A-systéme ou classe
monotone si cette classe contient Q et est stable par différence, et par réunion
croissante :

{AecMetBeMetAC B} = {B\AecM}

(Vn>0, {A,eMetA, C Ap}} = {UAneM}.

n>0

Exemples de n-systémes :

= une classe d'intervalles : C; = {] — o0, z] | z € R}.

= laclasse des singletons : Cs = {{z} | z € Q} U {0}.

= laclasse despavés:C3 = {Ax B|A,BecP(Q)}.
Un exemple de classe monotone :

Soit deux mesures de probabilité P et Q définies sur (Q,B). La classe
M = {A € B|P(A) = Q(A)} est une classe monotone.

Enoncé et démonstration du lemme de classe monotone
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Lemme de classe monotone — La plus petite classe monotone contenant le n-
systeme C est la tribu engendrée par C.

Démonstration

On note M I'ensemble des classes monotones M telles que C C M. Montrons d'abord
que M posséde un élément plus petit que (i.e. inclus dans) tous les autres (cet élément
sera de plus unique). En effet :

= M n'est pas vide, car il contient P(2), I'ensemble de toutes les parties de 2 ;

= ainsi l'intersection M de tous les éléments de M est bien définieetC C Mg,

= par ailleurs, l'intersection de n'importe quelle famille de classes monotones est
encore une classe monotone, donc Mg est une classe monotone et par
conséquent M appartienta M,

= enfin Mg est par construction inclus dans tout élément de M.

La classe M est donc le plus petit élément de M.

On note o(C) la tribu engendrée par C. Comme toute tribu est une classe monotone,
o(C) est une classe monotone contenant C, donc M¢ C a(C).

Dans la suite de la démonstration, on s'attache & montrer que Mg est une tribu (ce qui
entrainera que o(C) C M¢?>) . On utilise la proposition suivante :

Proposition — Une classe monotone stable par intersection est une
tribu. Ainsi, tout A-systéme qui est aussi un r-systéme est une tribu.

Démonstration

En effet toute classe monotone M contient ) et est stable par passage au
complémentaire (puisque stable par différence et contenant £2). Si de plus
M est stable par intersection, la version ensembliste des Lois de De
Morgan entraine qu'elle est stable par réunion :

{A,BeC}= {A,BeC}
= {ANBe(C}
= {ANB(= AUB) eC}.
Par une récurrence évidente, la réunion d'une famille finie d'éléments de

M est encore un élément de M. Soit alors une famille dénombrable
d'éléments de M, notée (A, )n>1. Posons

Alors (By,),>1 est une suite croissante d'éléments de M, donc
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U B. € M,
n>1

mais par ailleurs, on peut démontrer, par exemple par double inclusion,
que

U5 = U 4.,

n>1 n>1

La proposition est donc démontrée.

Il ne nous reste plus qu'a montrer que M, est stable par intersection pour en conclure
que Mg est une tribu. Pour cela, pour toute partie A de {2, on pose :

Dy={BeM¢|BnNnAecMc}.

On montre facilement, d'une part que D4 satisfait les deux derniéres propriétés de
classe monotone, car

(BLNA\(B:NA) = (BI\B))NA et |J(B.NA) = (U Bn) NA,

n>0 n>0

d'autre part que si A € Mg, alors 2 € D4. Ainsi D4 est une classe monotone des que
A € M. Le raisonnement est alors en 2 étapes :

= si A € C, alors la stabilité par intersection de C entraine que C C Dy4, donc que
M C Dy, donc que pour un élément B € Mg quelconque, on a B € D4, ou
bien, de maniére équivalente, A € Dp ;
= ainsi, pour un élément B € Mg quelconque, on a C C Dp, et finalement
M C Dp :endautre termes
VB,B ¢ Mg, BN B e Mg.

Par application de la Proposition, Mg est donc une tribu. Comme Mg contient C, on
en déduit que o(C) C M. *

Applications

Lemme d'unicité des mesures de probabilité

Le lemme de classe monotone a une conséquence immédiate

Lemme d'unicité des mesures de probabilité — Deux mesures de probabilité P
et Q définies sur l'espace probabilisable (£2,.4), et coincidant sur le st-systéme C C A,
coincident aussi sur la tribu engendrée par C :

{vAel, P(A)=Q(4)} = {vAca(), P(4)=Q(4)}
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Démonstration

On pose

M={Ac A|P(4) = Q(4)}.

On vérifie facilement que M est une classe monotone. Comme M est une classe
monotone contenant C, M contient la plus petite classe monotone contenant C, a savoir

a(C).

Parmi de nombreuses applications importantes du lemme d'unicité, citons celle qui est peut-étre la
plus importante :

Corollaire — Il suit que :

= deux mesures de probabilité P et Q définies sur (R, B(R)) sont égales si elles ont
méme fonction de répartition ;

= deux variables aléatoires réelles X et Y ont méme loi si elles ont méme fonction
de répartition.

Démonstration

On pose

C={] — oo, ]|z € R}.
La classe C est un nt-systéme, et o(C) = B(R). Comme les deux mesures de probabilité
P et Q ont méme fonction de répartition, i.e.

Ve €R,  P(]— oo, z]) =Q(] — oo, z]),
P et Q coincident sur C, donc sur o(C) = B(R). Par définition, deux variables

aléatoires réelles, X et Y, ont méme fonction de répartition si leurs lois de probabilité,
Px et Py, ont méme fonction de répartition :

VA € B(R), Px(A)=P(X € A), et Ve € R, Px(] — o0, z]) =P(X < z).
Ainsi, si X et Y, ont méme fonction de répartition, Px et Py coincident sur C, donc
Px = Py.

Expliquons briévement pourquoi o(C) = B(R) :

= B(R) est par définition la tribu engendrée par les ouverts de R,

= un ouvert O de R est réunion dénombrable d'intervalles ouverts, car, par densité
de QdansR,ona

0= U la, b, avec E={(a,b) € Q*|a < b, ]a,b[C O},
(a,b)EE

= et les intervalles ouverts appartiennent a o(C) (donc les ouverts appartiennent a
a(C), donc o(C) contient B(R) ), car
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]a7b[=]_ooaa]c N U]—oo,b— %]

n>1

Pour l'inclusion en sens inverse (B(R) contient (C)), notons que B(R) est la tribu
engendrée par tous les fermés de R, alors que o(C) est engendrée par certains fermés
de R seulement.

Criteres d'indépendance

Par exemple,

Critéeres — Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un espace
probabilisé ({2, A, P).

= Sij, pour tout couple (x,y) de nombres réels,
P(X<zetY<y) =P(X<z)xP(Y <y,

alors X et Y sont indépendantes.

= SiYestavaleurs dans N, etsi, pour tout couple (z,n) € R x N,
P(X<zetY=n) =P X<z)xPl¥ =n),

alors X et Y sont indépendantes.

= Bien sdr, si X et Y sonta valeurs dans N, et si, pour tout couple (m,n) € Nz,
P(X=metY=n) = P(X=m)xP(Y =n),

alors X et Y sont indépendantes.

La démonstration du dernier critere ne nécessite pas le lemme de classe monotone, mais ce lemme est
tres utile pour la démonstration des deux premiers critéres. On peut utiliser le deuxieme critére pour
démontrer, par exemple, que dans la méthode de rejet, le nombre d'itérations est indépendant de
I'objet aléatoire (souvent un nombre aléatoire) engendré au terme de ces itérations. Pour la
démonstration de ces criteres, ainsi que pour la démonstration du lemme de regroupement, on a
besoin de la définition et de la proposition5 suivantes.

Théoréme — Définition Dans un espace probabilisé (£2,.4,P), une famille finie
(Ci)z’e 1 de classes incluses dans A est une famille mutuellement indépendante si et
seulement si

VJ C I,V(Cj)jej € ch’ P nC] = H P(Cj).
1s8)

jeJ jed
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Théoréme — Proposition Si, dans un espace probabilisé (€2, .4, P), une famille finie
(Ci)ie 1 de m-systémes inclus dans A est une famille mutuellement indépendante, alors
la famille (¢/(C;)), <y est une famille de tribus mutuellement indépendantes.

Démonstration

On pose

Aj = {A € A:VJ C I\{j},Y(4;)es € [ Ciy P (Am (ﬂAj)> =P(4)-]]

Jjed

jed jeJ
On vérifie facilement que A; est une classe monotone. Comme .4; est une classe
monotone contenant C;, A; contient la plus petite classe monotone contenant Cj, a
savoir C;- = O'(Cj). La nouvelle famille de nt-systémes obtenue en remplacant C; par C;
dans la famille (C;);er est donc encore une famille de s-systémes mutuellement
indépendants. On peut par le méme raisonnement remplacer successivement chaque C;
par C; = 0(C;), dans la famille (C;);cs, sans que cette famille perde sa propriété de
mutuelle indépendance. Notons qu'une tribu, et en particulier chaque C;, est aussi,
nécessairement, un s-systéme.

Applications :

= PosonsC; = {X (] — o0, z]) |z € R} etCo, = {Y (] — o0, 9]) | ¥y € R}.

Alors, sous les hypothéses du premier critére, C; et Co sont des 1-systémes
indépendants. En vertu de la proposition, o(C; ) et 0(Cy ) sont alors des tribus
indépendantes. Mais o(C;) = o(X) eta(Cz) = o(Y'), ce qui assure bien
I'indépendance du couple (X,Y).

= PosonsC3 = {X " '(m) | m e N}U{0}etCs = {Y!(n) | n € N} U {0}.
Sous les hypotheses du deuxieme critére, C; et C4 sont des 1-systemes
indépendants. Par ailleurs, 0(C;) = o(X) eta(C4) = o(Y), eton conclut

comme précédemment. Pour démontrer le troisiéme critére, on utilise cette fois C3

etCy.

Voir aussi
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ps://books.google.com/books?id=qk63DAAAQBAJ&printsec=frontcover)), chap. 1, p. 1-2.

3. Par définition de O'(C), (voir tribu engendrée) O'(C) est la plus petite (pour I'inclusion) tribu
contenant C, alors que M est une tribu contenant C. Donc o/(C) est plus petite (pour l'inclusion)
que M, autrement dit (C) C Me.

4. (en) Olav Kallenberg (en), Foundations of Modern Probability, 2¢ éd. [détail de I'édition],
démonstration développée a partir de la démonstration du Théoréme 1.1, page 2.

5. (en) Olav Kallenberg (en), Foundations of Modern Probability, 2¢ éd. [détail de I'édition], Lemme
3.6, page 50.
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